ENS-ULM 1977

MATHEMATIQUES
Groupe C

Durée : 4 heures

Un corrigé

1. Remarquons d’abord que a,, # 0 puisque P est de degré n. La décomposition en facteurs irréductibles de P s’écrit
P(X) = an(X —21)(x — x2)...(X — x,). En développant et en identifiant les coefficients d’ordre n — 1 et d’ordre
0, on obtient le résultat annoncé.

2. (a) Les cinq racines de ’équation polynomiale z° — 1 = 0 dans C sont les racines cinquiéme de I'unité & savoir :

2im 4im 6im —4im 8im —2i7

l,e5 ,e5 ,e5 =e 5 ,e5 =e¢e 5 .
() 2° —1=(2-1)Q(2) o0 Q(2) =1+ 2z + 22 + 23 + 24
() i Pourtoutze C*, ona:

1 1
Q(z) = z2<22+2+1+2+z2) (1)
1 1
- z2<22+2+z++1> (2)
z z
1\? 1
= 22 (2—}—) —24z4+-4+1 3)
z z
1\? 1
= 22 (2+> +<z+>+1 (4)
z z
Comme 0 n’est une racine de (), il vient :
1
Q(z)=0 & u=z+— et W4+u—1=0 (5)
z
1 —-1-+v5 -1 5
& yu=z+-etuc \f, 5 (6)
z 2 2
—-1-+5 -1 5
& Z2-uz+1=0etuc \[, +v5 (7)
2 2
1 5 1-+5
& z2++2\[2+1:0 ou z2+2\fz+1=0 (8)

On résout aisément ces deux équations du second degré. On obtient donc les quatre racines complexes de
(2 qui sont :

—1—V5+ivV/10—-2vV5 —1 =5 —ivV10—2v5 —14+V54+ivV10+2V5 —1++5—iv/104+ 25

4 4 ’ 4 ’ 4

ii. D’apres les questions précédentes on a :

[m(2) ()} {52257




et

{Sm<27r>,sin(4w>}:{@,—l+ io—m}

) 5
-t
2

2 4 2 -1 47
Comme cos (;) > (0 et cos <57r> < 0, alors cos <57r> V5 et cos (

4 5
s 2T . . [(A4Arm . s ™ ,
Comme 0 < — < —, il vient sin| — | = sin (7r — —) = sm < sin [ — ], par conséquent
) 5 5) ) 5
. (4w 10-2v5 . (2« 10 +2v/5
sin{— | =—————etsin| — )| = ————.
5) ) ) )
(3) =eon (x=F) = —oos (5) - 2
cos(—)=cos(m—=)=—cos|=]) =
) ) D 4
et
. (W) ) ( 7r) Y 10 — 2¢/5
sin(—)=sin{r——-)=sin{ — )| = ———.
D ) ) 4
n—1 n—2 '
3. Considéronsle polynéme de degré n—1 quia pour racines ay, . .., a,—1: P(X) = H(X—ai) = X"fl—i—z ¢ X7 .
i=1 j=0

Ajoutons a la derniére colonne la premiére multipliée par cy, la seconde multipliée par c1, etc. Par définition de P,
ceci va annuler les éléments de la derniére colonne, sauf le dernier :

1 a? ... ab? 0

1 a» a3 ... ay? 0

1 asg a3 ... ah? 0

D(ala ) an) = . . :

1 ap_1 a%_l aﬁ:% 0

1 a, d a™ 2 P(ay)
n—1

Si on développe suivant la derniére colonne, D(a1,...,a,) = P(ay)D(ai,...,an—1) . Or P(ay) = H (an — a;) :

=1

d’ou le résultat, par récurrence.

Partie II : Sommes de Gauss

1. .Glzl, '
e(Gy=1+¢€" =0,

2
2imk? 2im i 2im -1 V3 )
0G3—kz_%€ 3 =14+e3 +e3 =1+2¢3 —1+2<2+12)—Z\/§,
eGi=1l+eT +eT te i =1+itl+es =1+i+1+i=2(1+1i),

Soitr € Z fixé. On a :
& inr \ k
ZC -y SIS C

k=0 k=0

n
2imr
Si r est un multiple de n, e » = 1 et donc Z C,]fr =
k=0
Si r ne divise pas n, alors la famille (Cﬁ,r)ogkgn—l décrit ’ensemble de toutes les racines n-iemes de I'unité et donc
n

> Gr=0
k=0



2. e Les cinq racines de 'équation polynomiale 2° — 1 = 0 dans C sont les racines cinquiéme de 1'unité a savoir :
2im dir  6im —4ir  8im Zoim

l,es ,e5 ,e5 =e 5 ,e5 =e 5 .
e’ —1=(z-1)Q(z)oa Q(x) =1+ +a*+ 2 + .
e Pourtout z € C*,ona:

1 1
Q) = #(F+sr145+5) ¥
1 1
= 2? z2+2—|—z—|—+1) (10)
z
1
_ ( ) o4+t (11)
z
1
s Y ) »
z
Comme 0 n’est une racine de (), il vient :
1
RQz)=0 & u=z+-cetu’4+u—-1=0 (13)
z
1 —-1—-+v5 —1 )
S u=z+-—etuc \f, 5 (14)
z 2 2
—1-+v5 -1 5
& 22—uz+1:()etu€{ 2\[, 42”[} (15)
1 5 1—+5
& 22—1—4_2\[,24—1:0 ou 22+2\fz—|—120 (16)

On résout aisément ces deux équations du second degré. On obtient donc les quatre racines complexes de () qui
sont :

—1=V54+ivV10—=2V5 -1 —-vV5—-ivV10—=2vV5 —14+V5+ivV10+2vV5 -1+ V5 —ivV10+2V5
4 ’ 4 ’ 4 ’ 4 '

D’aprés les questions précédentes on a :

[m(5) ()} {52257

et
(2 ()L ) VI0+2V5 —14 V10 -2V5
5 ) 5 N 4 ’ 4 '
2 4 2 -1 5 4 —1—+/5
Comme cos (;) > 0 et cos <57T> < 0, alors cos <57T) = Z\f et cos (;) = 4\f

C 0 < T < 2 1 vient si 47 . ( 7T) . (ﬂ) < s 27 i i 4
mm — —, il vientsin [ — | = sin — —) =sin|— in|— r con ntsin| — | =
omme 3 5 ent s 3 sin (7 3 S 3 S 5 , par conséquent s 3

10-2v5 . (2« 10+ 2v5
fetsm ? :f.

i i i 1T —2im —24m i 2
AinsiG5:1+eQT+eST+6184 —1—632 —1+e5 +625 4—6%1 +e25:1+4cos<57r>:\/5.

n n
3. Posons AB = (Crs)1<r,s<n €t BA = (dys)1<rs<n avec ¢ps = Z aribps et dps = Z byrars. On a

k=1 k=1
5 Cry = Z Z arkbkr Z Z bkrark - Z dkk
r=1 k=1 k=1r=1



D’ou tr(AB) = tr(BA).
Soit P une matrice inversible telle que A = PDP~!, donc tr(A) = tr(PDP™!) = tr(DP~'P) = tr(D) = Z Ai.

=1
n—1
. Tl est clair que tr(A ZCh 1? = ngf =
k=0
Posons AEL = (Oérs)lgr,sgn, le coefficient d’indice (7, s) de la matrice A,, est :
Qs = Zc(r 1)(k— 1 —-1)(s—1) (17)
— Zé—(k 1 (T+S 2) (18)
n—1
_ Z( 7(1r+s—2)>k (19)
k=0
_ n s%r+s:20ur+s:n (20)
0 sinon
1 00 0 0
0 0O 0 1
5 0 00 ... 10
Doud; =n|. . . . . .| =nB,.
001 ... 00
010 ... 00

On voit bien que B2 = I,,.
. Soit A une valeur propre de A,, alors il existe un vecteur = non nul tel que Az = Az et donc

A%z = A(\x) = Mz = Nz,

ce qui montre que \? est une valeur propre de A2,

Soit \ une valeur propre de A,,, donc \* est une valeur propre de A* = (nB,,)? = n’I,, et par conséquent \* = n
(1 est 'unique valeur propre de I, ), d’ou A € { Vn, —v/n,ivn, —Z\f }

. Soit x € ker(u — id) Nker(u + id), alors u(x) = x = —x, donc x = 0 et donc ker(u — id) N ker(u + id) = {0}. Si
y € Im(u + id), alors il existe z € C™ tel que y = (u + id)(x) et donc u(y) — y = v?(x) + u(x) — u(z) — x = 0,
d’ou Im(u + id) C ker(u — id).

L’inclusion précédente montre que, en utilisant le théoréme du rang, dim ker(u + id) + dimker(u — id) = n et
comme les deux sous-espaces sont en somme directe, alors ils sont supplémentaires, d’ou :

2

C" = ker(u — id) @ ker(u + id).

Dans une base adaptée a la décomposition précédente la matrice de u est diagonale, donc u et par conséquent la
matrice U est diagonalisable.

. Ona B2 = I, donc B, est diagonalisable et Sp(B,,) C {—1,1}. Montrons que Sp(B,,) = {—1,1}.

Soit x = (z1, %2, ..., T2p+1) un vecteur de C" tel que B,z = z, alors

r1T = X1
Tn = X2
Tpn-1 = T3
€r3 = Tp-1
Tro = Tn



ceci est équivalent a

Topt1 = T2

T2p = X3

Tp+3 = Tp
Tp+2 = Tp+l

Le systéme admet au moins une solution non nulle, ce qui montre que 1 est une valeur propre de B,, et que le
sous-espace propre vaut

Ey(Bp) = Vect(e1, €2 + €apt1, €3 + €2p, ..o €pt1 + €pt2).

Soit maintenant x = (1, %2, ..., Z2p+1) un vecteur deC" tel que B,, = —uz, alors
rpT = —I
Tn = —I2
Ipn—-1 = —T3
xr3 = —Tp-1
\ T2 = —In

ceci est équivalent a

r = 0
Top+l = —X2
T2p = —X3
Ip+3 = ~Tp
Tp+2 = ~Tptl

Le systéme admet au moins une solution non nulle, ce qui montre que —1 est une valeur propre de B,, et que le
sous-espace propre vaut

Efl(Bn) = Vect(ez — €2p4+1,€3 — €2p, .-, Ept1 — €p+2).

La réunion de deux bases de F1(B,,) et E_1(B),) forme une base de vecteurs de C"* dans laquelle B,, est diagonale.
On suppose que P(X) = (X — A1)...(X — Ag) avec Ay, ..., \q € C deux a deux distincts. La décomposition en

éléments simples de la fraction —— donne :

P(X)

I m T ar
P(X)_X—)\l X -\

ou a;C pour tout 1 < i < d. On multiplie par P(X) des deux cotés :

1_

a1 P(X) - aqgP(X)

XN T XN\
On définit les polynémes :
PX)
Q) = 55 =TT =)
JFi

Donc
1= alQl(X) + ...+ ade(X).

Si on applique cette égalité a 'endomorphisme u, on trouve :

id=a1Q1(u) + ... + agQq(u).



10.

Soit un vecteur z € C".On a :
r=a1Q1(u)(x) + ... + agQq(u)(z).(2)
Or, pour tout 1 <1 < d, Q;(u)(z) € ker(u — \;id). En effet,

(u = Aiid)(Qi(u)(x)) = P(u)(z) = 0.

Par conséquent, I’égalité (2) implique que = € ker(u — Ajid) + ... + ker(u — Agid). Ceci étant vrai quel que soit
z € C", alors
C" = ker(u — Ajid) + ... + ker(u — Agid).

Mais, d’autre part, les valeurs propres étant distinctes, les sous-espaces propres sont en somme directe. En conclusion

Sp(u) - {)\1, ceey )\d} et:

C" =ker(u — Ayid) @ ... © ker(u — Agid) = € ker(u — AId)

AESP(u)
C’est exactement dire que u est diagonalisable.
n—1
G;—H _ G:L _ Z C(T+k+1 Z C r+k)? (21)
k=0
n—1
_ ZC (r+k)? Cnr—i-k) (22)
k=0
_ 7(Lr-i—n)2 _ C:LZ (23)
(ri2man®) _ o (29)
7’2 7’2
= ¢, —¢, =0. (25)
n—1 n—1
Ainsi, Vr € Z, ZC r+s)® Z Cn et par conséquent :
s=0 s=0
n—1 n—1
— 2 2
GG = (Z G ) ( " ) (26)
s=0 r=0
n—1 n—1
.2 2
= > 6" (Zc;i) (27)
r=0 s=0
n—1 n—1
= > 6" ( Cé”s)?) (28)
r=0 s=0
n—1 /n-1
2 2
_ ( C7§LT+5) —r ) (29)
r=0 \s=0
n—1 n—1 n—1
2
=3 (Sar ) -8 (Sar) - S San
r=0 5=0 r=0
La somme interne n’est non nulle seulement si 2s = (mod n). Ainsi, si n est impair de la forme 2p + 1, alors

n—
25 = 0(mod 2p + 1), donc s = 0. Dot |G, |* = OQZCQ:netdonc\Gn\ = V/n.
r=0
La matrice A,, vérifie A — n%I, = 0 et qu’elle est donc diagonalisable de valeurs propres sont v/n —+/n, iv/n,

—iv/n.
1 1
Soit U,, = — A, ona U2 = gA% = B,,. Donc tr(U?) = tr(B,) = 1 et comme B,, est semblable &

vn



(e ).

Donc tr(B,) = (a+b) x 1+ (¢+d) x (—1) = 1 et on a bien str a + b + ¢ + d = n (la taille de la matrice ), donc

2(a+b)=n+1=2(p+1)et2(c+d) =n—1=2p. Dautre part, tr(U,) = \} tr(A,) = (a —b) +i(c — d).
n
|Gl

2 2
+(c—d)?=1.
n (C )

Puisque le déterminant d’une matrice est le produit de ses valeurs propres, on a alors :

det(An) = (V)" (=v/n)" (iv/n)(~iv/n)*

Gr
Mais tr(Uy,,) = N donc | tr(Uy)| = = 1 et par conséquent (a — b)

ou encore

. n . n
j2b+et3d, 3 Zp(2p+1)n 5

En comparant cela avec I’expression précédente du déterminant et en notant que 3 = —1 (mod n), nous obtenons
les conditions :
2b+c—d=p2p+1) (mod4)

quand n est impair. Nous utiliserons cette congruence pour déterminer a, b, ¢, d comme suit :
D’abord la congruence précédent s’écrit aussi :

2b0+d)+c+d=p2p+1) (mod 4)

ou encore
b+d=p* (mod?2)

Ainsi, si p est pair b + d est pair et si p est impair b + d est impair.

Supposons n impair et n = 1 (mod 4). Par la question , on sait que a —b = +1 et c— d = 0. Ainsi 5 et 6 conduisent

¢ n+l n(n-1) (m0d4):n+1—n+1
2 2 2

donc a — b = 1, ce qui prouve que G, = v/n quand n = 1 (mod 4).

Maintenant, supposons n = 3 (mod 4). I'égalité 1 nous dit que a = b et ¢ — d = 1 donc 2 et 5 donnent

a—b=a+b—-2b=

(mod 4) =1 (mod 4)

c—d = ”(”2_1)—26 (mod 4) (30)
= 3(n2— h_ n—21— L (mod 4) (31)
_ 3n — 3n2— n—1 (mod 4) (32)
= 2271 (nod 4) (33)
= 1 (mod 4) (34)

donc, n = 3 (mod 4), on en déduit que G,, = tr(4,) = iv/n.

-1I-

1. Pourt e Ret K € N*,ona:

K K
Z e2imhkt Z (e—2i7rk:t i emkt)
k=—K k=1
K
= 142 Zcos(Zk::c), avec x = 7t
k=1



Pourtoutz € R,ona:

K K
sinx—kZZsinxcostx = sinx—kz sin(2k 4+ 1)z — sin(2k — 1)z)
k=1 k=
= sinz + (sin(2K + 1)z —sinz) = sin(2K + 1)z.

Ainsi, si x €]0, 7| alors sinz # 0 et donc :

K
in(2K +1
1 +2Zcos2k$ = M
— sin x
D’ou, pourt € R\ Z,
i Cirny | SID(2K + 1)t
e = 7
sin 7t
- K

K
SiteZ, Y e P =2K 1.
k=—K
D’apres I’égalité précédente,

1

K 1
2 sin(2K + 1)nt 1 2
———dt=-+2 2kmt)dt = -
/0 sin 7t 2 * ;/0 cos(2knt)
Usin(2K + 1)7t

1
Le changement de variable t = 1 — u, montre que / ———dt = —.
1 sinmt 2
. La propriété est claire si g = 1, puisque :

cos(ma) — cos(mb)

2
m’

b
/ sin(mz)dz| =

o <

Donc, par linéarité et la relation de Chasles, la propriété est vraie pour toutes les fonctions en escalier sur [a, b].
Soit maintenant, ¢ : [a, b] — R continue, alors pour tout ¢ > 0, il existe ¢ en escalier sur [a, b] tel que

g — @l = sup [g(z) —p(x)| <e.

z€la,b]

On a alors, pour tout réel m > 0:

b b
/ (9~ @)(e)sin(ma)da| < [ lglz) - pla)|dt < (b~ ),

d’autre part, il existe mg > 0 tel que Vim > mg ona:

<e.

/a " () sin(ma)ds

On obtient ainsi, Vim > my,

b b b
/g(ac)sin(m:r) < /(g(w)—w(x))sin(mm)dx + / o(x)sin(mz)dz| < (1+ (b—a))e

ce qui preuve que
b
lim g(x) sin(mzx)dxr = 0.

m——+00 a



ikt SIn(2K + 1)t

, d: N .
sin(7t) ot

3. D’apreés la premiére question de cette partie, Z e
k=—K

Sk = ~2iki gy — ~2irkt gy _ sin2K + Dt
" kZK/o st [ @) 2 e f o

1
1l est clair que g; est bien définie et continue sur ] 0, 2} ,deplusona:

L. f(t)— f(0) =t f'(0)
}g%gl(t):;}g% t sinat 7w

1
Donc la fonction g; se prolonge par continuité en 0. De méme, g est bien définie et continue sur [2, 1 [ etona:

f)—f)t-1

t—0 t—1 sin 7t

= f(1) x (1) = =f'(1).

Donc la fonction g3 se prolonge par continuité en 1.
Avec les fonctions g et gs et la relation de Chasles, le terme Sx s’écrit donc :

sm 2K + 1) sm (2K + 1)mt
= dt ————dt
Sk / 1) sin(7rt) + / 1) sin(7rt)

2 f(t) — ~fa
/ fSlI’l(ﬂ't) sin(2K + 1)mtdt + /; fsnf() sin(2K + 1)mtdt +

in(7t)
3 sin(2K + 1)t Lsin(2K + 1)7t
f(O)/O sin(7rt) dt + f(l)/é sin(7rt) dt

1 1
= /2 g1(t)sin(2K + 1)mtdt +/ g2(t) sin(2K + 1)mtdt +
0 3

1. 1 .
£0) /02 sm(2'K + 1)7rtdt N f(l)/l sm(Z'K + 1>7Ttdt

sin(7t) sin(mt)

Jun

0 1
En utilisant les questions 1. et 2., on obtient lim Sk = M
K—oo 2
4. Pourn e N*et K € N*, ona:

K n K n-1 .rp1
3 /0 fe i = 30 Z/ F(t)e=2imt g
e —0 /7

O



—00

K
Z /1 flu— r)e_%rk“du) = ) + g(r + 1).Par conséquent,
0

D’apreés la question précédente, Klim (
k=—K

K n n—1
1m_(2:[;ﬂﬂe%Wm>:}jﬂ”+£“+m:fwxaﬂn+m+ﬂn—n+f?f
k=—K

K—o0 2

<

-111-

dx

1
Ccos ¥ 1 cosST
On < —et / dx converge. Pour x > 1,0on a:
e z Jo vz
/“ cosz [sinxr /a sin =
r = -
L Ve Vel e
_ sina ¢ ginx
o \/a 1 233\/5
sin x 1 ) sinx L . @ cosx
Comme < pour tout z > 1 etlafonctionz — est intégrable sur [1, +00], alors lim
2x\/x| T 2x\/x 2x\/x a—oo J1 /T

COsT

NG

T gin oo
existe et vaut 1 — / dx. Ainsi, par la relation de Chasles, /
1 2zy/z 0

En effectuant le changement de variable 2 = ¢, il vient

+oo 5 +oo CoS I
coszdx = dx
0 AV

+o0o
L’étude précédente montre donc que l'intégrale impropre / cos z2dz converge.
0

dx converge.

De méme, en effectuant le changement de variable 22 = t, il vient

oo O sin
sinx“dx = dx
0 0o 2Vz

T gin z

Comme précédemment on peut montrer que / dx est convergente ce qui entraine la convergence de I'in-

N

+o0o
tégrale impropre / sin 22 dz.
0

oo 5
Yo = / e2z7rx dz
0

400 +oo
= / cos 2mz?dx + z/ sin 2rrx?dx
0 0

1 +o0 9 +o0 9
= cost*dt +1 sin t°d¢
\V2mn </0 /0 >

_a+if
B 2mn
E\?  [k\®
. PourtoutkEZ,onax2—k:x:(x—2> —<2> , donc

1 2l 2
. 2_ —intnk . _k
/ eZimn(z®—kz) 4 — =% / e2nm(@=3)" 4z,
0

0

10



—imnk?

k
Avec le changement de variable u = — — z, et en posant (n) = e~ 2 , on obtient :

|

1
. 2 2 o,
/ eQwrn(a: ka:)dx:ek(n)/ e?mrnu du
0

k
L]

—2imnl?

Si k est pair de la forme 2/, alors e (n) = e = 1. Si k est impair de la forme 2{ 4 1, alors

=imn (42 1 414-1)

ex(n) = e 2 e 2D =5 = (),

1 si k est pair
er(n) =

(—i)"  sik estimpair

K 1

; 2

Onpose Tk = Z / eimn(@”—kz)dz pour K € N. Montrons que les deux suites extraites (T2x ) jrcny et (T2r+1) gen

0
k=—K

sont convergentes et de méme limite, pour conclure que la suite Tk converge. En effet,

2K k
2 2imnu?
g er(n) e du
k
k=—2K 21
2K k 2K k
2 2imnu? 2 2imnu?
= g er(n) e du + E er(n) e du
k k
k=—2K,k pair 271 k=—2K,k impair 271
K K-1 s+1

S ) 2 .
— Z / 62171'nu2 du + (_Z)n Z / 6227mu2 du
— s—1 s—1

2K 1
Tog = Z /eQiW"(’:Q_kx)dx:
k=—2K 0

Dot lim Thx = / 2 duy + (—i)" / A du, = 2(1 + (—i)") Y = 201+ 07 (o +i3). De méme,
K—00 oo o 2mn

on obtient :

2K+1

1
ok = Z /ezZ”"(xZ_kx)da::
0

k=—2K-1

2K+1 k

2 2imnu?

E er(n) e du
k

k=—2K -1 31

2K +1 2K +1

k k
5 . 3 .
— E gk(n)ﬁ X 2’ gy 4 E ak(n)ﬁc e2imnu? 4y,
5= 5

k=—2K—1,k pair 2 k=—2K—1,k impair -1

K s ' i K s—i—% ' )
— § : / eQzTrnu du + (_Z)n § : / eanu du
s=—K s—1 s=—K-1757

1
2

—_ / eanu du + (_Z)n / e2’L7rnu du.
—K—-1 -K-3

2(1 )"
Dou lim Tog41 = lim Thg = w (o + if3) et par conséquent
K—+oco K—

+oo \V2mn

K 1 N
: § 2imn(a?—kz)dz | _ 2(1 + (Z) ) .
Kgnﬁoo < "0 ‘ ) V2mn (o +36).

11



it 2 in 2
3. Sif(t)= e*7=  alors hm ( Z / f(t) _zmktdt> JO) + f(n) 262 =

Mais, en effectuant le changement de variable { = nx, on obtient

n ‘ 1 . 1
/ f(t)e_gmktdt — / f(na:)e_2mkmnd:1: — n/ €2z7rn(1'2—kz)dx.
0 0 0

Ainsi,

K n
1i ¢ —2i7rktdt _ li / 2z7rn(a: —kac)d
i 2 | st L Z ’

B 2\/5(1+ (—z) ) .
- \/ﬁ (Oé—l—Z,B).

D’ou, par unicité de la limité :
2vn(1 + (=9)")
Vo

D’apreés le résultat trouvé dans la premiére partie G, = /nsin = 4l +1 (I € N). Par exemple, si n = 1 on obtient
I'égalité :

Gp =

(+1ip).

2
l=—=1—-19)(a+1
(1= i)a+i)
ce qui donne :
T

1
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